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Ueber die Oberflächen, für welche einer der beiden
Hauptkrümmungshalbmesser eine Function des
anderen ist.
(Von Herrn J. Weingarten.)
.Lfie Aufgabe, die endlichen Gleichungen der Flächen zu bestimmen,
deren Hauptkrümmungshalbmesser p und p' in jedem Punkte der Bedingung
p' = ( )
genügen, kann mit einer anderen in Verbindung gebracht werden, welche sich
auf die Transformation des Linienelementes einer Kugel in die Form:
bezieht, Zu dieser Behandlungsweise führt die Untersuchung der Abbildung
der in Rede stehenden Flächen auf eine Kugel vom Radius Eins, wenn diese
Abbildung in dem von Garns in den: „Disquisitiones generales circa superficies
curvas" angegebenen Sinn verstanden wird. In der That zeigt sich hierbei,
dass dem System der Krümmungslinien einer individuellen Fläche der be-
trachteten Gattung auf der Kugel ein Curvensystem entspricht, durch dessen
Parameter das Linienelement derselben die angegebene Form erhält; und dass
die Kenntniss dieses Curvensystems zur Darstellung der Gleichung der ent-
sprechenden Fläche vollständig ausreichend ist.
1.
Da die nachfolgenden Untersuchungen ihren Ausgangspunkt in einigen
von Gauss in den disqq. gen. aufgestellten Gleichungen haben, so mögen zu-
nächst die dort angenommenen und im Folgenden beibehaltenen Bezeichnungen
vorangeschickt werden. Es sind dies, falls , , die Coordinaten eines
unbestimmten Punktes einer krummen Fläche angeben, welche durch die Werthe
zweier unabhängiger Variabein p und q bestimmt sind, die folgenden :
ÖZ ÖY n
=
_
dp dq dp
<¥L3L-dY
dp dq dp
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E =
_ dX È× d¥ ÈÕ dZ ÈÆ
~ dp dq dp dq dp dq '
G = dq' dq* '
,
Aus ihnen folgen die Beziehungen: (1. c. art. XI)
AD' =
(l·)
Wir machen von diesen Gleichungen eine Anwendung auf den Fall,
dass ×, Õ, Æ die Coordinaten eines Punktes einer Kugel vom Radius Eins
bezeichnen, und daher der Gleichung
gen gen. Unter dieser Voraussetzung gelten, wie man ohne Schwierigkeit
erkennt, die Relationen:
A Y- B1
 - ^ '
7- CZ
~ '
X =
D = -j
in Folge deren die Gleichungen (1.) in die folgenden bergehen:
(2.)
dZ dz
Sind die Coordinaten ×, Õ, Æ eines Punktes der betrachteten Kugel in der
Weise durch die Variabein p und q bestimmt, dass das Quadrat des Linien-
elementes
die Form
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annimmt, für welche aus leicht ersichtlichen Gründen die gleichgeltende
dp2 dg2
gesetzt werden wird, so verwandeln sich die Gleichungen (2.)9 wegen
B — —
** 1,2
in:
0 =
0 =
.,_!_
\ ° F dX
l
dpdq * #(*)' dq dp
i d*Y
?'(Ä)2 dpdq
o i ^ .
^ _^__ - - — r- ~ — "*·
i k* dY , l
,/·!**.% ^ r \ Tfr(k) δq dp * k
dp dq '
1
ÖF
dp
i
)9 dpdq ^ 6'(k)* dq dp Y Ä2 dp dq
Diesem Gleichungssystem kann man die folgende Gestalt geben:
dx
(3.)
dq p
dq dp
dq dp
Hiernach sind die Integrale
(4.)
durch die gewählten Endwerthe p, q der Integrationen allein bestimmt, und
genüge» den partiellen Differentialgleichungen:
dx dX dx
 f dX
dp "*" ^ dp ' dq ~~ ^ <9g 9
(5.) dp ~ v dp '
ds _ dZ_ gg _
 f d Z
öp <9p ^^ ^(f
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in denen:
( â )1
 *
j
Betrachtet man a?, y, z als die durch die Werthe von p und gr bestimmten Coor-
dinaten eines Punktes einer krummen Fl che S, so zeigt die Gleichung
JT+Y2+Z2 = l
und die mit ihrer H lfe aus den Gleichungen (5.) hervorgehende
Xdx + Ydy+Zd* = 0,
dass ×, Õ, Æ die Cosinus der Winkel bestimmen, welche die im Punkte
(ö> ÚÉ> ) der Fl che S errichtete Normale mit den Axen bildet. Die Gleichun-
gen (5.) selbst aber lehren, dass p und q mit den Parametern der Kr mmungs-
linien dieser Fl che, ñ und ñ' mit den beiden Hauptkr mmungshSlbmessern im
Punkte (x, y, *) identisch sind. Diese Hauptkr mmungshalbmesser sind durch
die Gleichung, welche sich durch Elimination von k aus den Gleichungen (6.)
ergiebt, mit einander verbunden, eine Gleichung, welche durch eine passende
Bestimmung der Function è (K) zu jeder beliebigen gemacht werden kann.
Die Integration der partiellen Differentialgleichung
P' = ë(ñ)
h ngt daher ab von der Transformation des Quadrates des Linienelementes
einer Kugel vom Radius Eins in die Form:
A;2 " ' ( )2
Was die beiden Schaalen der Fl chen der Krummungsmittelpunkte der durch
die Gleichungen (4.) defmirten Fl chen betrifft, welche, wie im 59sten Bande
pag. 390 dieses Journals nachgewiesen worden ist, abgeschlossene Klassen
auf einander abwickelbarer Fl chen bilden, so sind die Coordinaten eines
Punktes (î, ç, æ) der dem Kr mmungsradius è (k) entsprechenden Schaale, wie
aus den Gleichungen (4.) ohne Weiteres hervorgeht, durch die Gleichungen
ç = -(7.)
bestimmt, und ergiebt sich hieraus das Quadrat des Linienelementes:
, .
2l*
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eine Formel, welche bis auf die veränderte Bezeichnung mit der betreffenden
der eben citirten Abhandlung identisch ist.
Eine ganz analoge Darstellung ergiebt sich für die zweite, dem Haupt-
krümmungsradius e(k}~kff(k) entsprechende Schaale der Flächen der Krüm-
mungsmittelpunkte der durch die Gleichungen (4.) dargestellten Oberflächen.
2.
Die allgemeine Bestimmung der Variabeln p und qs welche geeignet
sind, dem Quadrate des Linienelementes einer Kugel vom Radius Eins die
im vorigen Paragraphen angegebene Form zu ertheilen, ist, wenn wir nicht
irren, bisher nur für zwei besondere Fälle dieser Form gegeben worden.
k2Es ergeben sich diese beiden Fälle durch Substitution von k+a und -^ für<&
(K). Für die erste dieser Annahmen wird die Form des Quadrates des
Linienelementes:
welche Form man, wie bekannt, für jede Fläche durch Einführung der Bogen-
länge einer willkürlichen auf derselben gezeichneten Curve und der von den
Punkten dieser Curve an gezählten, senkrecht zu ihr stehenden geodätischen
Linien als Variable erreichen kann ; eine Bestimmung, die für die Kugel leicht
durchzuführen ist. Die für diesen Fall durch die Gleichungen (4.) bestimmte
Flächenklasse ist alsdann die der Bedingung
' =
genügende der Canalflächen.
Für die Substitution ( ) =\& wird das Quadrat des Linienelementes :
welche Form für die Abbildung einer Kugel auf eine Ebene in der Art,
dass die kleinsten Theile ähnlich bleiben, gefordert wird. Die sogenannte
allgemeine Lösung dieser Aufgabe ist vollständig bekannt. Die in diesem
Falle durch die Gleichungen (4.) bestimmte Flächenfamilie ist die durch die
Bedingung
(»+(>' = 0
gegebene Classe der Flächen kleinster Oberfläche, deren Gleichungen, ver-
möge der angedeuteten Herleitung in eleganter Gestalt, durch die Parameter
der Krümmungslinien ausgedrückt, erhalten werden. Einer jeden bestimmten
Abbildungsart der Punkte einer Kugel auf eine Ebene in der Weise, dass
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die kleinsten Theile einander ähnlich bleiben
 y entspricht hiernach eine be-
stimmte der Flächen kleinster Oberfläche., und umgekehrt.
Die Gleichungen (7.) bestimmen für den eben betrachteten Fall die
auf die Rotationsfläche der Evolute einer Kettenlinie aufwickelbaren Flächen.
Die beiden eben genannten der Flächenfamilien, bei denen in jedem
Punkte der eine Hauptkrümmungsradius durch den ändern bestimmt ist,
denen die beiden bekannten Transformationen des Quadrates des Linienele-
mentes einer Kugel entsprechen, sind, wenn man von ihren Parallelen ab-
sieht, die mit ihnen zugleich bestimmt sind, in der That die einzigen, für
welche bisher die Aufstellung der endlichen Gleichungen gegeben ist.
3.
Es verdient ein dritter Fall bemerkt zu werden, in welchem sich, und
zwar für jede Fläche, die Variabein p und q in aller Allgemeinheit bestimmen
lassen, die die Transformation des Quadrates des Linienelementes in die Form
dp* _d£_
_
herbeiführen, in welcher 0'(A) = j/l— k2, also
(k} =
Dieser Fall tritt auf, wenn man die Lage eines Punktes einer krummen Fläche
durch seine geodätischen Abstände von zwei willkürlich auf derselben ge-
zeichneten Curven bestimmt. Die dieser Bestimmung entsprechende Form des
Quadrates des Linienelementes ergiebt sich leicht aus folgender Betrachtung.
Es sei s die Bogenlänge der einen, auf der Fläche willkürlich gezeichneten
Curve, von einem beliebigen ihrer Punkte an gemessen, und u die Länge
einer vom Endpunkte von s stets nach derselben Seite positiv gemessenen,
senkrecht gegen die Curve gerichteten geodätischen Linie. Jedem Werthen-
paare des durch die Quantitäten u, s gebildeten Grössengebietes entspricht als-
dann .ein bestimmter Punkt P der krummen Fläche. Man kann dieses Gebiet
in eine Anzahl anderer der Art zertheilen, dass allen in einem bestimmten
derselben enthaltenen Werthenpaaren verschiedene Punkte P entsprechen. Als-
dann sind für jeden Punkt P die Grossen u und s eindeutig bestimmt, wenn
man die Grenzen des Gebietes angiebt, innerhalb dessen deren Werthe fallen
sollen. Das Quadrat do2 des Linienelementes hat für die Variabein u und s,
wie bekannt, die Form:
(8.) da2 = du2+mds2.
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Ebenso ist ,
(9.)
wenn 0 und t die Bedeutung von n und s in Beziehung auf die zweite, auf
der betrachteten Fläche willkürlich gezeichnete Curve haben. Da einem
bestimmten Werthenpaare u, s ein bestimmtes 0, t entspricht, so sind s und t
mit u und bestimmt, und die Einführung der letzteren als unabhängige
Variable ergiebt für das Quadrat des Linienelementes:
da1 = Edu2+2Fdudv + Gdv2.
Diese homogene Function der Grossen du und cfe muss, wie die Gleichungen
(8.) und (9.) zeigen, durch Subtraction der Quadrate du2 oder cte2 resp. in
die Quadrate der in du und dv linearen Ausdrücke
]fm.ds
]fn.dt
übergehen, welche Eigenschaft zwischen den Grossen E, F, G die Relationen
CE-1) G =((7-1) E -F2
erfordert. Hiernach ist
. de2 = E(du2+dv2}+2]/E(E-i)dudv
oder, wenn man einen Winkel durch die Bedingung
.
sin
bestimmt,
// 2 — <
Führt man als neue Variable die halbe Summe p und die halbe Differenz q
der Grossen u und e ein, so ergiebt sich schliesslich :
» _
 2
 dg* _ 2 ,dg*
^"sm^w^cos2^" Jk» "
WO
gesetzt worden. W. z. b. w. .
Diese Form des Quadrates des Linienelementes zeigt, dass auf jeder
Fläche diejenigen Linien, für welche die Summe der geodätischen Ab-
stände von zwei willkürlich auf ihr gezeichneten Curven constant ist,
von denen senkrecht geschnitten wird, für welche die Differenz dieser
Abstände denselben Werth beibehält .
Substituirt man für die willkürlichen Curven zwei Punkte, so gelangt
man zu einer Verallgemeinerung der bekannten Eigenschaft eines Systems
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conf caler Ellipsen und Hyperbeln, eine Verallgemeinerung, welche man Herrn
Betti verdankt. (Tortolim Annalen Bd. III, Sulla teorica *generale delle
super cie curve)*}. \
" * · 4.
F r die Darstellung der neuen Fl chenklasse, die sich aus der An-
wendung der eben angedeuteten Transformation auf eine Kugel ergiebt, wird
es unsere n chste Aufgabe sein, die Bestimmung eines Punktes (X, Y, Z) einer
Kugel vom Radius Eins durch die Variabein p und q anzugeben. F r diesen
Zweck sind zun chst die Coordinaten Xy Õ, Æ sowohl durch die Variabein u
und s als auch durch e und t auszudr cken.
Bezeichnen î, ç, æ die Coordinaten eines beliebigen Punktes der ersten
auf der Kugel willk rlich gezeichneten Curve, bestimmt als Functionen von $,
ë, ì, í diejenigen eines beliebigen Punktes der zweiten Curve, bestimmt durch
t, so erf llen diese Grossen die folgenden Gleichungen:
f* + ff + Ã = l,
ë2 + ì* + v* = l,
d? , Üç* d? _ ,
. , _ -
df df dt2 ~~ '
und die Darstellung der Punkte (X, F,Z), welche in dem gemeinschaftlichen
Bereich des Gebietes (v, s) und desjenigen von (t?, i) enthalten sind, geschieht,
wie man leicht verificirt, durch die Gleichungen:
(10.)
in denen:
y =
Z = csinw+Ccosw^^sine + vcos®,
·„ dn dv duÜæ
-d^s
-d^s —
*) In der Note des Herrn Betti ist, ich weise nicht durch welchen Umstand,
das Quadrat des Linienelementes f r die betreffenden Variabein durchg ngig als
identisch mit
<&»+*>*+2JPf*i<to
angegeben worden, ein Irrthum, det· auf die Resultate keinen Einfluss hat.
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Aus diesen Gleichungen bestimmen sich X, Y, Z durch s und t in folgender Form:
ýç dv Üæ Üì
--(11.)
X =
ã =
Z =
ds dt ds dt
sin ø
Üæ dK rf| dv
sin ö
dp Üç Üë
~ d t ~ d s ~ ~dT
sin t//
__ d£ Üë di] dfi Üæ dv
w hrend'zur Bestimmung von n und v durch s und t sich die Gleichungen
(cosw = -K + ^  +^ sinu = Xa+ Yb +Zc,(1-4.)
ergeben, von denen die beiden rechts stehenden unter Benutzung der Werthe
von a, b, c, a, â, ã und X, y, Z mit H lfe einer bekannten Transformation in
sin tf = —
_
dt dt dt
ein 9 = —
sin ø
*».
A r Ë
(13.)
umgesetzt werden k nnen.
Endlich sind die Variabein p und q durch die Gleichungen
p== 2 ' y ~ o
als Functionen von s und f gegeben. ^
Zur Bildung des Quadrates des Linienelementes
durch rf«/ und dv bestimmen wir die Grossen dX, dY, dZ aus den linearen
Gleichungen
— sinvdv == ëÜ×+ìÜÕ+rdZ,
0 = XdX+YdY+ZdZ,
welche sich * durch Differentiation der Gleichungen (12.) und der folgenden:
= l
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ergeben. Aus ihrer Aufl sung folgt:
169
(14.)
dX =
dY =
dl =
sin ø
Üì . Üç ,
-~~ du + -ji- dvdt ' ds
sin ø
*
sin ø
wovon man sich leicht durch Substitution und Ber cksichtigung der Gleichungen
(13.) berzeugt. Hiernach wird:
du*-\-dv*4-2co8wdudv
und folglich, wenn man die Variabein p und 0 einf hrt und
setzt:
Die Gleichungen (4.), welche mit H lfe der Werthe von k und è (K) die Form
f* Ã
= -Jy [
(15.)
annehmen, stellen hiernach die Fl chenklasse dar, deren Hauptkr mmungs-
radien ñ und ñ' in jedem Punkte durch die Gleichungen
(16.)
__ i/J + sint/;
P - 4
, __ y — amyy
P - 4
verbunden sind, aus denen sich durch Elimination von ö
(16'.) 2 (p-ñ') = âéç2(ñ + ñ')
ergiebt.
Es bleibt schliesslich noch brig, in den Gleichungen (15.) die Quan-
r)\" f3 V rl7
tit ten dq, -g-, -^-, -^- durch ^ /, rf^ di darzustellen, da eine explicite
Journal f r Mathematik Bd. LXH. Heft 2. 22
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Darstellung von ^ ×, Õ, Æ durch p und q nur in besonderen F llen zu
erm glichen ist. Bei der Einf hrung von n und 0 statt p und q, welche
zu diesem Zwecke zun chst geschehen wird, ist
_ x___^___ax <^___ÏÓ._ÏÓ. dz __ dz dz
dq ~~ du dv * dq ~~ du dv ' # ~ w 50 '
2dq = du—dv
zu setzen, wo die auf w und 0 bez glichen Differentialquotienten aus den
Gleichungen (14.) entnommen werden k nnen. Zur Darstellung von du, dv
durch ds und dt addire man die Gleichungen (14.), nachdem man sie der
Reihe nach mit — f-, -^-, -— multiplicirt hat. wodurch man
s º ds º ds r 7
v i#
sin ö ß
erh lt, wenn der K rze wegen
(9X rf| Y rfi? . dZ Üæ _
m
~~ ds "5Ã+"ïÃ1Ã + "ïÃ ds ""
gesetzt wird. Auf hnliche Weise erh lt man:
j. du-\-cos'Wdt>
n dt = - ; --
smt/>
WO
_ Ï× Üë dY dp ÈÆ dv __
~
Es ergeben sich daher f r du und de die Bestimmungen:
, — m ds cos ø -4- n dtdu = - r— i—1  ,
smt/; 7
, mds — ndtcosut
dv = - :- ·- -L-·
smt//
Mit ihrer H lfe erh lt man nunmehr durch eine einfache Rechnung:
sin
. Ã \ J/, df . « dv \ , , / dv ,
 v <Ê
= ô/ . 8 Ug-T" + ^— j7"M<fe+(g": n- + ^-^T"*·/ sin V '^ Ë efr / ' \ di ds
Diese ziemlich complicirten Gleichungen enthalten die vollst ndige Integration
der durch die Gleichung
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gegebenen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Form von
einem directen Integrationsversuche abschrecken würde. Man kann jedoch aus
denselben für eine eingehendere Untersuchung der durch sie dargestellten
Flächenklasse keinen weiteren Vortheil ziehen, vielmehr sind die Elemente
zu einer Discussion der allen Flächen dieser Art zukommenden Eigenschaften
in den Gleichungen (11.) 9 (13·)* (16.) enthalten > welche man aus den vor-
stehenden durch entsprechende Rechnungen wieder herzustellen hätte.
Die Gleichungen (7.), welche sich für unseren Fall in
n-|- —
- -/cos icos
verwandeln, und in die man, auf die eben angegebene Weise s und t als
Variable einzuführen hat, bestimmen die Classe der Flächen, deren Linien-
element in die Form
2 4
oder, wenn sin -—· = r gesetzt Wird, in die folgende
gebracht werden kann. Als Repräsentant dieser Classe kann eine Rotations-
fläche von der durch die Gleichungen
y = ccrsin-|-,
x = ccrcos —
bestimmten Form angesehen werden, in denen einen die Einheit nicht über-
schreitenden Parameter bezeichnet.
5.
Für die Ermittelung der auf eine Kugel abwickelbaren Flächen, deren
Lauf durch die Bedingung
tf = i
22*
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oder durch die partielle Differentialgleichung
d*& das d*z d>*
das* dy8 dxdy dxdy __ -
~
bestimmt wird, hat unsere Behandlungs weise den Erfolg, dass die Aufgabe
von der Integration einer anderen Differentialgleichung abhängig gemacht wird,
die zwar ebenfalls von der zweiten Ordnung ist, jedoch nur denjenigen Dif-
ferentialquotienten dieser Ordnung enthält, der durch die auf einander folgende
Differentiation nach beiden der unabhängigen Variabein gebildet wird. Diese
Zurückführung darf nach dem, was Ampere über partielle Differentialgleichun-
gen gelehrt hat, in der That als eine Reduction des Problems angesehen
werden.
Damit die Gleichungen (6.) durch Elimination von k auf die Beziehung
_
führen, ist (h) gleich j/l+A2 zu nehmen.
Die Integration der Differentialgleichung (l 7.) kommt daher darauf hinaus,
das Quadrat des Linienelementes einer Kugel vom Radius Eins in die Form
zu transformiren oder in die gleichbedeutende:
da2 + dß*+(ew + e~w) da dß,
welche aus ihr durch die Substitutionen
a — , l e»" — er*
hervorgeht.
Sind & und die Polarcoordinaten eines Punktes einer Kugel vom
Radius Eins, so ist das Quadrat des Linienelementes derselben:
welcher Ausdruck durch die Substitution
u = titg&e-**,
v = Ig sin &+
die einfachere Form
e^dtf-de*
annimmt. Unsere Aufgabe verlangt daher die Bestimmung der zwei Fimctionen
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u und 0 durch und in der Art, dass die Gleichung
eine identische wird.
Da
so wird diese Bedingung erfüllt, wenn v so bestimmt wird, dass
(18.) eu du =
d. i. durch die partielle Differentialgleichung:
oder durch die folgende:
Ist t> eine durch diese Gleichung definirte Function der Variabein a und /S,
so ergiebt die Gleichung (18.) die Function u durch Quadratur, während w
durch die Gleichung
zu bestimmen ist.
Die Bestimmung von w kann auch für sich auf die Integration einer
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung von einfacher Form zurück-
geführt werden. Es ergiebt sich diese Gleichung, wenn man aus den Coef-
ficienten l, l, ew+e~~i" des Quadrates des Linienelementes
nach der bekannten (rassischen Formel das Krümmungsmass ableitet, und
dasselbe, da es sich auf eine Kugel vom Radius Eins bezieht, gleich Eins
setzt. Man gelangt auf diesem Wege zu der partiellen Differentialgleichung:
d*w _ ew — er*>
__ _ _.
Die Gleichung (20.) zeigt hiernach, dass die Integration dieser partiellen Dif-
ferentialgleichung durch die Integration der Gleichung
 %(19.) gegeben ist, ein
Resultat, welches man auch direct hätte ableiten können.
Berlin, 1862.
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